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A discussion is given of the statistical method of direct approach in structure determination. In  
principle this method resolves the problem of the determination of a structure when the chemical 
formula is unknown. The method is applied to the determination of the structure of Ti~CaO4. 

I n t r o d u c t i o n  

Dans  cette dude nous dgcrivons la r6solution d 'une  
s t ructure  par  la mdthode s ta t is t ique d 'approche  directe 
(Bertaut ,  1955b). Nous l 'avons appUqude g l '~tude 
d 'une  substance en quant i t~ t rop faible pour  entre- 
prendre  une analyse chimique. Les cristaux, sous forme 
d'aiguilles, p rovena ien t  d ' un  bain de TiO~+CaCL, 
soumis g l '4lectrolyse g hau te  temperature .  Ils dtaient  
accompagn4s de TiCaOa pulvdrulent .  

L ' axe  des aiguilles d tan t  pris comme axe c, les 
r~flexions observdes sont :  (hkl) n'existe  qu 'avec h÷l  -- 
2n; (0bl) n 'existe  qu'avec/C -- 2n. Les diagrammes des 
couches (h/c0), (h/c2), . . . ,  (h/cl) avec l = 2n ~tant  
identiques en ce qui concerne les intensit~s, on conclut  
que le groupe d 'espace est Dl~-Bbmm et que t o u s l e s  
atomes sont  dans les plans de symdtrie m(z = 0, ½). 

Les param6tres  mesurgs sont  

a = 9 , 7 2 7 ;  b = 9 , 9 7 6 ;  c = 3 , 1 3 6 / ~ .  

La rad ia t ion  utilis~e est Cu K~.  

Par  les trois points  ainsi obtenus et centr~s sur les 
interval les  angulaires on trace une courbe qui re- 
prdsente ~(O) en fonct ion de l 'angle O. On divise 
chaque F2/p par  le X(O) qui lui correspond sur la 
courbe. Cette op6rat ion devra i t  fournir  d i rec tement  
les facteurs de s t ructure  normalisds (A), c 'est g dire 
dont  la moyenne  quadra t ique  est l 'unit& En  gdndral 
cette moyenne  diff~re l~g~rement de l 'uni t& On re- 
normalise alors en expr iman t  l'~galit~ du nombre  de 
rdflexions, soit m et de la somme des (A 2) multipli~e 
par  un facteur  de normal isa t ion  C: 

m 

C ~ (A~) = m .  (2) 
j=l 

Les A ~ d~finitifs sont  alors donnds par  

A~(h/cl) = C(A~(hkl)). (3) 

En  rdsum~, on peut  obtenir  ainsi les facteurs de struc- 
ture  normalis~s sans connai t re  la formule chimique. 

Voici le Tableau 1 des A(H, K). 

N o r m a l i s a t i o n  des  fac teurs  de s t r u c t u r e  

Nous avons un iquemen t  utilis6 les r6flexions (hk0), 
aucun recouvrement  n 'd t an t  g craindre su ivan t  l 'axe c. 
L ' in te rva l le  angulaire est partag~ en trois parties,  
chacune groupant  un  nombre  de r6flexions g peu 
pros ~gal. On calcule ensuite dans ehaque interval le  
la moyenne  quadra t ique  Z des facteurs de s t ructure  
observds. I1 est peut-Stre utile de rappeler  que dans 
ce calcul on dolt  teni r  compte des rdflexions permises 
d ' intensi t~ nulle et  que les F 9" des r6flexions sp~ciales 
de poids s ta t i s t ique p doivent  8tre divis6s par  p:  

q 
z = 2 (F~/pj)/q (1) 

i=1 
(q ---- nombre  de r~flexions dans l ' intervMle). 

* Cette 6rude a ~t6 pr~sent6e en partie k la r~union du 26 
mars 1955 de l'Association FranTaise de Cristallographie, Paris, 
Sorbonne. 

Tableau 1 

H 0 2 4 6 8 10 12 

K 0 - -  0,0 1,59 0 ,33  1 ,97  0,53 1,02 
1 - -  0,0 0,58 0,0 0,8 0,31 0,0 
2 0,43 0,33 0,0 0,77 1,14 0,0 0,0 
3 - -  2,03 0,0 2,30 0 ,31  1 ,60  0,41 
4 0,71 1 ,18  0,95 0,0 0,43 0,37 
5 - -  1,07 0,0 0,71 0,38 0,71 - -  
6 1,74 0,48 1 ,80  0,64 1,53 0,0 - -  
7 - -  1,70 0 ,29  1 ,18  0 ,61  1,37 - -  
8 0,53 0,0 1,64 0,43 0,91 - -  - -  
9 - -  1,74 0,0 1,78 0,0 - -  N 

10 1,34 0 ,43  2,24 0,0 - -  - -  - -  
11 - -  1,35 0,0 0,57 - -  - -  
12 1,00 0,46 0,88 . . . .  

I1 est commode d 'avoi r  aussi les t ab leaux  des a= 
AU-1 et  des a ( - 1 )  k. 

On peut  vgrifier sur ce tab leau  que A 4 est sensible- 
men t  gga] g 3 pour  une r6flexion g~n6rale et infdrieur 
g 3 pour  une r~flexion spdciale (cf. Ber taut ,  1955b). 
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D6termination des s ignes  

En principe la connaissance de la formule chimique 
et du nombre d'unit6s chimiques est n6cessaire pour 
d6terminer les phases de r6flexion. Cependant dans 
les sommes qui servent ~ d4terminer les signes, la 
nature des atomes n 'entre en jeu que par des facteurs 
de proportionnalit~ positifs (Hauptman & Karle, 
1953; Bertaut ,  1955a). Si done on trouve que pour une 
r6flexion (hkl) routes les sommes sont n~gatives, c'est 
que le signe probable de (hkl) est ndgatif. Nous avons 
appliqu~ ce raisonnement ~ la d6termination des signes 
des r6flexions invariantes (dont le signe ne d6pend pas 
du choix de l'origine) en utilisant douze sommes 
diff~rentes et calculables chacune sans la connaissance 
d'autres signes. Nous ne donnons pas le d~tail de ces 
calcuIs et rapportons uniquement les rdsultats (dont 
nous ne nous sommes pas servis d'ailleurs dans la 
suite). 

Les r~flexions (4,0), (12,0), (0,6), (4,4), (4,8), (4,12) 
sont ndgatives dans routes les sommes; (8,0), (0,12), 
(4,6), (4,10), (8,4), (8,8) sont positives dans routes les 
sommes utilisdes. Sur ces douze signes deux 6taient 
faux, ceux de (4,8) et (8,8). Pour les autres r6flexions 
oh eertaines sommes sont ndgatives, d 'autres positives, 
on peut  encore tirer des conclusions en ajoutant  les 
sommes pour lesquelles le coefficient de proportion- 
nalitd est le m~me. On trouve alors que (0,4) est pro- 
bablement positif et que (0,2), (0,8), (0,10), (8,2) et 
(8,6) sont probablement n~gatifs. Ici deux signes, 
ceux de (0,2) et (8,2) dtaient faux. En somme sur 
dix-huit signes, quatre dtaient faux. Vu le travail  
num~rique assez considerable que cette ddtermination 
de signes nous a cotit6, nous concluons qu'fl ne faut  
pas essayer £ tout  prix de ddduire les signes des rd- 
flexions invariantes par le calcul des sommes n'exigeant 
pas la connaissance d 'autres phases. A notre avis, fl 
vaut  mieux faire une s61eetion parmi les signes dont 
on est stir et employer ensuite les sommes faisant inter- 
venir la connaissance des signes stirs, pour en ddterminer 
d'autres. Dans la m6thode suivante d'approche directe, 
cette idde est systdmatiquement ddveloppde. 

Approche directe 

L'un de nous (Bertaut,  1955b) a d~velopp~ une m~thode 
fournissant directement la position d'une atome par 
un ddveloppement dans lequel on pouvait  distinguer 
deux s6ries, l 'une not6e tl, faisant intervenir l 'atome 
eonsid4r4 j ,  l 'autre tz, tenant  compte de l ' interaetion 
de l 'atome j et du reste du rdseau. Nous allons sommer 
la sdrie t~ sur tousles  atomes de la maille et n 'employer 
que la sdrie t~. On a d 'abord pour un atome 

t~ = .a~,A~D~d~ + ~,A~A~DkD~d~dz 
+ ½.Z 2 ( A ~ -  1) ( D ~ -  1)d~, 

+ ½ ~ , ( A ~ -  1)Ai(D~.- 2 1)Dtd~d~ + . . . .  (4) 

Nous appelons ~(h~) la patt ie trigonomdtrique du fac- 
teur de structure, D~ la patt ie trigonomdtrique nor- 

malis6e (5), et dk l'efficacitd* de l 'atome considdrd pour 
la r6flexion hk: 

D~ = ~(hk)/V{~2(hk)}, dk = ~(h~)V{~2(hk) } • (5) 

Une simplification rgsulte de ce que pour un atome j 
Ies qa(hk) sont donnds par 

q~i(hk) = q)i / /Pk.  (6) 

Ici Pk est le poids de la rdflexion hk et ~0j est indd- 
pendant  de (hkl) et donnd par 

~ = z j / ( _ y  z~)~, (7) 
k 

off Zj est la charge sur l 'atome j.  La sommation dans 
(7) est fitendue sur route la maille. 

On a donc pour un atome j 

tl = ~,Ak$~q~j/~Pk+.a~AkAzSkSzq~./V(pz, pz) 

+½2(A~-I)Az($~.-  2 3 2 + ~k)$l~j /~/(PkPt) . . . .  (8) 

Multiplions par ni, nombre de symgtrie de l 'atome j e t  
sommons sur tous les  t atomes dans la maille. Notons 
par z~ les moments d'ordre m 

t 
Zm = ~Y n j ~ 7  ~ . ( 9 )  

(Remarquons que z 2 = 1 par dgfinition.) On a finale- 
ment  la s~rie 

T = z x .~  A ~ / ~ / p ~ +  z 2 ~y, A ~ A z ~ / V ( p ~ p ~  ) 
1 2 

+½z2_,Y (A~ . -1 ) (~ . -~ . ) /p~  
2' 

÷ ½ z 3 ~  (A~- I  e 2 ) A z ( ~ - ~ ) ~ t [ ( p ~ / p ~ ) +  . . . .  (10) 
3 

dans laquelle on a numdrot~ les sommes ~ ,  ~ ,  ~ ,  x~_" 
1 2 2" 3 

(pour l ' interpr6tation g6om6trique, of. Bertaut,  1955b). 

Processus g6n6ral 
1 °. Classes 

On remarque que dans la projection (hkO) (cf. 
Tableau 1), l'indice h est toujours pair. Cela est dfi 
au groupe de translation B. On peut done diviser l 'axe 
a par deux. Dans cette opdration les indices h = 
2, 6, 10, . . .  deviennent 1, 3, 5 respectivement, done 
impairs, tandis que les indices de la forme h = 4n 
restent pairs. Dans la nouvelle maille primitive on 
peut  donc classer les rdflexions en plusieurs classes: 
(a) les r6flexions invariantes (dont le signe ne d6pend 
pas du choix de l'origine) de Ia forme (2p, 2q), (b) les 
rdflexions (2p+ l ,2q+ l), (c) les r6flexions (2p+ l,2q), 

* Note ajoutde ~ la correction des dpreuves, le 24 dgcembre 
1 9 5 5 . - - L a  t e r m e  ' e f f i cac i t~ '  a Ste j u d i c i e u s e m e n t  p r o p o s 6  p a r  
le r e fe ree .  P o u r  les d6 f in i t i ons  se r e p o r t e r  a u  t r a v a i l  t i t 6  
( B e r t a u t ,  1955b). 
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(d) les r6flexions (2p, 2q+ 1). Les classes sont 6num6r6es 
dans l'ordre de l'importance des intensit6s. Pour 
faciliter la comparaison avec le Tableau 1, on gardera 
par la suite la d6nomination des indices dans l'an- 
cienne maille, non primitive. 

2 °. Choix de l'origine 
Dans la projection deux signes peuvent ~tre choisis 

arbitrairement. Cela fixe l'origine. On a pris le signe 
positif pour les r6flexions (6,3) et (2,4). Ce sont les 
r6flexions les plus fortes des classes (b) et (c). 

3 °. Lindarisation 
Les positions des points homologues dans la maille 

primitive sont ±((x, y); (x, ½-y)). 
On a 

(h, k) = exp [2zi (hx +/cy)] + exp [2gi ( hx -  ky)] ( - 1)k 
+ quantit6 conjugu6e. (11) 

Nous nous servirons des trois relations de lin6arisation 
suivantes 

~(hk)~(h'k') = ~(h+h', k+k')+~(h-h', k-k ' )  
+(-1)k'[~(h+h ', k-k ')+~(h-h' ,  k+k')] ,  (12-1) 

~(h, k) = ~(0, 0)+~(2h, 2k) 
+(--1)k[~(2h, 0)+~(0, 2k)], (12-2) 

[~9(h, ]¢)-~2(h, It)] ~(h', ]c') 
= ~(2h+h', 2lc+Ic')+~(2h-h', 2k-k')  

+(-1)r[~(2h+h ', 2k-k')+~(2h-h',  2k+/c')] 
+2(-1)~[~(2h+h ', k')+~(h', 2k+/c')] 
+2(-1)~+~'[~(2h-h ', k')+~(h', 2k-/c')]. (12-3) 

La deuxibme relation r6sulte de la premibre en faisant 
(h', k') = (h, k). La troisi6me est une application des 
deux premibres. 

4 °. Marche suivie 
Pour faciliter la compr6hension, nous d6crivons 

d'abord les grandes lignes, quitte g donner ensuite le 
d6tail des op6rations. Nous avons utilis6 en tout  et 
pour tout la connaissance de trois signes de facteurs 
de structure, g savoir les deux signes arbitraires de 
(6,3) et de (2,4) qui fixent l'origine, plus celui de (8,0) 
dont le signe positif r6sulte de la discussion de ~7. 

2' 
Une plus grande 6conomie de moyens n'est gu6re 
possible. 

I)ans la somme ~ rentrent donc uniquement ces 
1 

trois facteurs de structure A(6,3), A(2,4), A(8,0). De 
2" on d6duit les coefficients des indices que l'on peut 

atteindre par la relation de lin6arisation (12-1) g 
partir des trois r6flexions de 'r6f6rence' de signes 
connus. ~ est ind6pendant de route connaissance de 

2' 
signe. On en d6duit le signe et les coefficients des 

r6flexions invariantes. Enfin ~ est le produit d'une 
3 

puissance paire (en (hi:l)) et d'une puissance impaire 
(en (h'k'/')). On a pris successivement pour (h',/¢', l') 
les trois r6flexions de r6f6rence d6jg mentionn6es. Les 
indices lin6aris6s de Z appartiennent g la m~me 

3 
classe que la r6flexion de r6f6rence (h', k', l'). Dans 
chaque ~ on cherche les plus forts coefficients des 
,~(H, K) qui r6sultent de la lin6arisation (seconds 
membres de (12-1, 2, 3)). On les consid~re comme de 
nouveaux facteurs de structure de la densit6 d'ap- 
proche.* 

5 °. Ddtail des opdrations 
Dans la discussion nous omettons pour l ' instant les 

moments zm qui figurent dans (10). On commence par 
~" dont le calcul n'exige aucune connaissance de signes. 
2' 

contient les r6flexions invariantes. La relation de 
2' 

lin6arisation (12-2) est utilis6e. On 6erira ~(H, K) au 
lieu de ~(2h, 2Ic). Le coefficient de 

~(H, K) sera donc ½a(½H, ½K) (un seul terme), (13-1) 

celui de ~(H, 0) sera ~" (--1)ka(½H, k) (13-2) 
k 

et celui de ~(0, K) sera _Y (--1)½Ka(h, ½K), (13-3) 
h 

off l 'on a abr6g6 

a(h, k) = A2(h, k ) - I .  (13-4) 

Les coefficients de ~(H, K) ne sont pas cons6quents 
b, l'exception de celui de ~(4,6) qui est de 1,6. Les 
coefficients des ~(H, 0) et ~(0, K) sont repr6sent6s dans 
les lignes suivantes: 

~(H, 0): (4,0) (8,0) (12,0) 
- 5 , 4  +6,1 -4 ,25  

~(0, K): (0,2) (0,4) (0,6) (0 ,8) (0 ,10)  (0,12) 
2,45 -2 ,0  -3 ,1  -1 ,2  1,36 0,6 

Le coefficient de (8,0) 6tant le plus fort, on l'utilise 
par la suite comme 'r6flexion de r6f6rence'. Par cons6- 
quent on le fair rentrer dans la somme ~" qui, comme 

1 
nous l'avons d6jg dit, contient trois termes. 

La relation (12-1) montre qu'g partir des r6flexions 
(6,3), (2,4) et (8,0) on peut atteindre les indices marqu6s 
dans les lignes suivantes, avec la valeur du coefficient: 

(2,3) (4,1) (4,7) (8,1) (8,7) (10,4) 
6,41 2,71 2,71 2,71 2,71 3,28 

On a omis les coefficients de (6,4) et de (14,3), car 

* Par analogie avec la fonction de densit6 ordinaire. En 
effet Q(r) ---- V-1,EFh exp (--2rdh.r) est invariante par rap- 

h 
p o r t  a u x  o p 6 r a t i o n s  de  s y m 6 t r i e .  Si d o n c  o n  s o m m e  k d r o i t e  
e t  g g a u c h e  p a r  r a p p o r t  a u x  o p 6 r a t i o n s  de  s y m 6 t r i e  d ' o r d r e  n ,  
o n  o b t i e n t  n~ ( r )  ---- V--127Fh~h*. 

h 
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(6,4) a une  in tens i t~  nul le  sur le d i a g r a m m e  et  (14,3) 
est  en  dehors  de la sphere  de rgflexion.  

~Envisageons enfln j ~ .  Ic i  (h', k') est5 une  r6f lexion 
3 

de r6f~renee, donc  de signe connu et  (h, k) est ' va r iab le ' .  
E n  posan t  les couples d ' indices  f i gu ran t  dans  le 
second m e m b r e  de (12-3) suceess ivement  ~gaux 
(H, K), on peu t  expr imer  les indices h et  k en  fonc t ion  
de H, K, h' et k'.  Voici  les coefficients de 

} ( H , K ) :  ½A(h',k'){a(½(H-h'), ½(K-k')) 
+a(½(H+h'), ½(K4k')) 
• -}-(-1)r[a(½(H+h'), ½(K-k')) 
+a(½(H-h'), ½ ( g + k ' ) ) ] } ,  (14-1) 

~ ( H , k ' ) :  A(h',k').~, (-1)k[a(½(H-h') ,k) 
k 

4(-1)ra(½(H4h') ,  k) ] ,  (14-2) 

s~(h ', K ) :  A(h', k')..~, [(-1)½(K-r)a(h, ½(K-k)) 
h 

4 (--1)½(K+r)a(h, ½ ( g 4 k ' ) ) ] .  (14-3) 

D o n n o n s  le d6tai l  pou r  (h', It') = (6,3). Les coefficients 
de }(H, K)  ne  sen t  pas  g rands  ~ l ' excep t ion  de eeux 
de }(2,9) et  de }(6,9) qui  s en t  de 17,75 et  17,25 respec- 
t i vemen t .  Dans  (H, k') il n ' y  a que deux  t e rmes  
}(2,3) et  ~(10,3) d e n t  les coefficients sen t  53,1 et  35,2. 
Les coefficients de }(h',  K)  sen t  marqu6s  dans  les 
l ignes su ivan te s :  

(6,1) (6,5) (6,7) (6,9) (6,11) 
20,47 20,47 - 15,41 - 17,25 -- 1,84 

On op~re de m6me q u a n d  (h', k') est  6gal ~ (8,0) ou 
(2,4). 

6 °. Ddtermination des moments Zm; structure approchde 
(a) Premiere mdthode.--Pour d6 te rmine r  les mo- 

men t s  zm, il semble d ' abo rd  qu 'f l  faille faire  une  
hypo thbse  sur le h o m b r e  et  la  n a t u r e  des a tomes  
prdsents.  Nous  pens ions  d ' a b o r d  qu ' i l  s 'agissai t  d ' u n e  
nouvel le  va r i f t 6  de TiO 2 et  que la mai l le  p r imi t i ve  
con t ena i t  qua t re  uni tds  de TiO~. Cet te  hypo thbse  
6fair  fausse, mais  pour  res ter  dans  la v6rit6 h is tor ique ,  

nous  la  gardens ,  l ' e r reur  qui  en  rdsul te  n ' a f f e c t a n t  pas  
le r~sul tat .  On dol t  avoi r  la cond i t ion  de n o r m a l i s a t i o n  
(Ber tau t ,  1955a) 

z 2 = .~' ni~ ~ = I ,  (15) 
1=1 

que nous  ~crirons donc  

4 ~ : i 4 8 q ~  = I .  (16) 

Compte  t enu  de Z(Ti  4+) = 2Z(O 2-) on a 

q ~ =  2~o, ¢PTi= (~/6)-1; (17) 

Zl = 4((PTi42~0) = 8~Ti = 3 ,27 ,  / 
z~ = 1 ,  / (18) 

Za = 4 (~ i+2q~) )  = 5 ~ i  = 0 ,34 .  

Les r appo r t s  des m o m e n t s  s en t  comme 

xl:xg:x a = 1 : 0 , 3 1 : 0 , 1 0 .  (19) 

A v e c l a  vra ie  s t ruc tu re  Ti2CaO 4 o1~1 l ' on  a ~(Ti  3+) = 
~(Ca 2+) ~ 2~(09-)  on au ra i t  ob t enu  z 1 = 3,53; z9 = 1; 
z8 = 0,31. 

x 1 : x 2 : x 3 = 1 : 0,28 : 0 ,09 .  (20) 

I1 est  6v iden t  que la  16g~re diff6rence en t re  (19) e t  
(20) n ' a f fec te  pas  le r6sul ta t .  

On mul t ip l i e  ensui te  ~ :  p a r  zl, ~ e t  ~ p a r  z 2, 
1 2 2'  

~ :  pa r  z3.* On a jou te  les diff~rentes con t r ibu t ions  au  
3 

coeff icient  d ' u n  m6me ~(H, K)  car  cer ta ins  indices  
i n t e r v i e n n e n t  deux lois dans  la  m6me somme ~ et  
aussi  dans  des sommes  diff6rentes.  (Exemple :  (4,6) 
i n t e r v i e n t  dans  ~" et  aussi  dans  .~  lorsque (h', k') = 

2" 3 
(8,0).) Les coefficients util isds s en t  r6sumfs  dans  le 
Tab leau  2. 

I )ans  le choix  des coefficients  de ~(H, K)  on a fa i r  
en t re r  (a) ceux rdsu l t an t  d ' une  somme ' s t a t i s t i que '  
( c o m p o r t a n t  une  s o m m a t i o n  sur h ou k tel le  que dans  
(13-2, 3) ou (14-2, 3)), (b) les coefficients les plus  for t s  
lorsqu ' i l  n ' y  a pas  de s o m m a t i o n  (13-1) ou peu  de 
t e rmes  dans  la somme (14-1). 

* Ou bien par des grandeurs proportionnelles xl, x2, x a. 
Lo tableau correspond/~ la multiplication par xl, xg, x a (19). 

K 

H 0 2 

0 - -  

1 0,76 - -  
2 0,76 
3 - -  --7,56 
4 --0,62 41,18 
5 - -  - -  

6 --0,96 40,86 
7 - -  - -  
8 --0,37 - -  
9 - -  -[-0,82 

I0 40,42 --0,65 
11 - -  - -  

1 2  40,82 - -  

Tab leau  2 

4 6 8 1 0  1 2  

- -  3 , 0 8  - -  + 3 , 4 1  - -  - -  3 , 6 7  

- -  O, 8 4  - -  - -  O, 8 4  - -  - -  

- -  41,33 - -  - -  
- -  42,30 - -  --4,2 - -  
- -  - -  - - 1 , 2 1  - -  - -  

- -  1 , 7 4  - -  - -  - -  

1 , 5 5  - -  -- 1,90 - -  - -  
0,84 --1,65 0,84 - -  - -  
- -  - -  -- 0,87 - -  - -  
- -  --2,52 - -  - -  - -  
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La sdrie de Fourier  construite avec ces coefficients 
est repr~sent~e dans la Fig. l(a).  On y reconnai t  

(o) 

@ 
X 

... / . !  

° o 

@ 
\ \  ",., 

(b) 

Fig. 1. (a) La densit6 d'approche. Contour ferm6: maxhnum 
parasite; contour ouvert: maximum diffus (oxyg6ne). 
(b) La densit6 d'approche (convergence artificieUe). 

ne t t emen t  les t rai ts  essentiels de la structure,  £ savoir 
l 'existence de deux esp~ces d 'a tomes  lourds (et non pas 
d 'une  seule, comme on avai t  p r imi t ivement  suppose). 
On reconnal t  aussi la coordination octagdrique des 
atomes de T i e t  enfin un  poly6dre form~ de neuf  
atomes d 'oxyg6ne (Fig. 2), en tourant  le deuxi6me 

Fig. 2. Le poly6dre de coordination de Ca. 

a tome lourd, identifid comme grant  du Ca. Nous ne 
passons pas sous silence l 'existence de pics parasi tes 
(tracds en pointill6, Fig. l(a)) de m6me hau teur  que 
les atomes d'oxyg~ne. Ils sont dfis d 'abord  au manque  
de convergence de la s6rie (10) utilis6e (voir plus loin) 
et ensuite £ la tr~s grande 6conomie de moyens  mis en 
oeuvre (d~marrage avec trois signes dont  deux arbi- 
traires). 

Remarquons  que pour satisfaire ~ la balance ~lec- 
t rostat ique,  Ti dolt ~tre t r ivalent .  

(b) Deuxi~me mdthode.--Nous venons de voir que 
moyennan t  une hypoth6se sur les moments  zm on 
pouvai t  calculer des coefficients de ~(H, K) qui res- 
semblent  aux facteurs de s tructure vrais. Cette res- 
semblance peut  ~tre mise ~ profit  ma th6mat iquement .  
En  effet, sans faire d'hypoth~ses sur less moments zm 
on peut les considdrer comme des inconnues. Plus pr~- 
cis~ment, consid~rons les var iables  x~, x~, x a qui leur 

sont proportionnelles.  On peut  alors mul t ip l ier  
.~, ( ~ : + ~ ) ,  ~ par  x 1, x 2 et x a respect ivement  et 

1 2 2 '  3 

~galer les coefficients des ~(H, K) aux  facteurs de 
s tructure A(H,  K)  observ6s. On r~soud ensuite le 
syst~me lin~aire obtenu par  rapport  aux inconnues 
xl, xg, x3. (Par exemple (4,6) in terv ient  dans ~ et 

2" 

dans ~ avec les coefficients 1,6 et 10,5. D 'au t re  par t  
a 

la valeur  de A(4,6) est 1,8 d'ofi une dquation de la 
forme 1,6x2+10,5x a = 1,8.) Des grandeurs  xm on passe 
ais~ment aux moments  zm qui leur sont proport ionnels  
en ~crivant  

xl:x~ = zl:z~ = zl; xa:x~ = za:z9 = za. (21) 

Cette mdthode justi f ie le titre donnd & cette dtude. I1 est 
donc en principe Tossible de ddterminer des structures 
par les seules donndes de la diffraction et sans le secours 
de l'analyse chimique. 

Pour  la rdsolution du syst~me d 'dquat ions lin4aires, 
nous avons un iquement  utilis6 les 6quations ddpen- 
dan t  d ' un  seul param~tre.  Nous avons par  exemple  
ajout6 routes les 4quations d6pendant  de x a et r~solu 
l 'dquat ion moyenne  obtenue. Voici le rdsultat :  

x 1 =  1; x ~ = 0 , 3 3 5 ;  x a = 0 , 0 7 4 .  

Les moments  zm correspondants  sont 

z 1 = 3 ;  z g =  1; z z = 0 , 2 2 .  

La  sdrie de Fourier  construi te  avec ces moments  ne 
diff~re p ra t iquemen t  pas de celle reproduite  dans la 
Fig. l(a).  

Remarque.--Dans le m6moire (Bertaut,  1955a) on 
a repr~sentg ' la  valeur  la plus probable '  d 'un  facteur  
de s tructure A(hkl) par  un  d~veloppement  oh inter- 
venaient  les moments  zm et des sommes S contenant  
des facteurs de s tructure connus. Inversement  lorsque 
A(hkl) et les sommes S sont connues, on peut  gvaluer 
les moments  zm. Les deux mdthodes sont naturelle- 
men t  gquivalentes.  

7 °. Convergence du ddveloppement 

La convergence de la s4rie (10) d4pend essentielle- 
men t  des moments  z m. Dans  le cas de N atomes, tous 
4gaux, les zm convergent  comme (~/_AT)-I. On peut  se 
demander  si l 'on peut  am61iorer la convergence de la 
s4rie partielle (10) en mul t ip l i an t  par  exemple Zm par  
exp ( - k m ) ,  off k est une constante.  Cela est effective- 
men t  le cas. Nous avons pris les zm dans le rappor t  

1:0,153:0,026 

(au lieu de 1:0,31:0,10;  cela revient  ~ mul t ip l ier  z 1 
par  2 °, zg. par  2 -1 et z a par  2-9). 

Le rdsultat  est reprdsent6 dans la Fig. l(b). On re- 
marque  que les pics parasi tes de la Fig. l(a)  sont 
supprim6s. 

II para i t  done qu 'une  hypoth~se, m6me erron~e sur 



126 D ] ~ T E R M I N A T I O N  D E  LA S T R U C T U R E  D E  Ti~CaOa 

les moments  pourvu qu'elle respecte leur d~croissance 
convenable, n 'affecte pas sensiblement  le r~sultat. 

La structure finale (Fil~. 3) 

Les param~tres des atomes sont ensuite prdcisds par  
la m~thode usuelle des moindres carrds. Dans un  
premier stade on a pris un  m~me facteur thermique  
exp [-c~ sin ~ O] (c~ = 0,25) pour t o u s l e s  atomes. 

t 

O=Ti; ~--Ca; 0 =0 

Fig. 3. La structure finale de Ti~Ca04. q-signifie z = ½. 

Dans  le groupe D~-Bbmm les coordonn~es sont alors 
les suivantes  • 

Translat ions (0, 0, 0 )+  (½, 0, ½)+ 
8 Ti 8+ en 8(f) ±((x, y, 0), (x, ½-y,~0)) avec x=0,126;  

y = 0 ,065.  
4 Ca ~+ en 4(c) ±(x,  ¼, 0) avec x = 0,384.  
4 O i  en 4(5) (½,0,0), (½,½,0). 
4 0 ~  en 4(c) avee x = 0 , 0 6 0 .  
8 0 m  en 8(f)  avec x = 0 , 2 3 6 ;  y = - 0 , 1 0 0 .  

Le facteur  R e s t  alors de 0,20. 
Dans  un deuxi6me s tade on a gard6 les m6mes co- 

ordonn6es, mais  on a distingu6 trois facteurs ther- 
miques avec les param6tres  a~,  ~ca, ~o" Nous avons 
obtenu les valeurs suivantes  (Tableau 3) des c¢ et des 
moyennes  quadrat iques  correspondantes d 'ampl i tudes  

de vibra t ion thermiques  & = 3u~. 

Tableau 3 

u-~ (h~) ~/(u -~) (h~) 
Ti 0,052 0,0047 0,07 
Ca 0,256 0,022 0,15 
O 0,510 0,046 0,22 

Le facteur R e s t  alors abaiss6 g 0,16. I1 ne nous a pas 
paru  utile de pousser plus loin, car les intensitgs ont 
~t~ estim~es visuellement.  De plus aucune correction 

d 'absorpt ion n ' a  dr6 faite alors que les dimensions du 
cristal ne sont pas n~gligeables (r ~ 0,07 ram.). 

Quant  aux rdflexions (hkl) l 'accord g6n~ral est bon. 
Les rdflexions gteintes, en part iculier  (171), (571), 
(771), (191), (391), (131), (561), restent  ~teintes avec 
les valeurs des param~tres indiqu~es. 

T iS+a  1Oc g 1,95/~, 1OI g 2,00 J( et 4 0  ( 2 0 5 + 2 0 / )  
g 2,09 A. Ca 2+ a six voisins proches, dont  2 Oc g 2,32 A 
et 401 g 2,46 A, aux sommets d ' un  prisme droit  g 
base tr iangle;  dans son plan Ca 2+ a trois voisins 
~loignds, dont  205 g 2,74 /~ et un  troism~e;"~ Oc, tr~s 
61oign~, g 3,15 A qui ne par t ic ipe  gu~re aux liaisons 
Ca-O (Fig. 2). Ni, Ti, ni  Ca ne se t rouvent  au centre 
de leurs poly~dres de coordination. 

L '~tude des structures apparentdes A2CaO 4 (A = 
Fe, Cr, V; groupe d'espace 16 D2j~-Pnam), synth~tisges 
au laboratoire est en cours, en collaboration avec 
Monsieur Giorgio Magnano. 

Statistique des signes 

La structure ddfinit ive dtant  dtablie, la comparaison 
des signes montre  que sur les 29 coefficients du Tableau 
2 quatre, marquds en italique, ava ient  leur signe faux.  
E n  tout, les sommes ~" g • font  in tervenir  56 co- 

l 3 
efficients. La  comparaison avec les signes de la struc- 
ture finale montre  que neuf coefficients avaient  ]cur 
signe faux. X1 n 'es t  pas douteux que si nous avions 
utilis~ tons les coefficients, les d6tails essentiels de la 
s tructure auraient  encore apparu.  

Conclusions 

L'exemple  de la s tructure traitde montre  qu'fl  est 
possible de r~soudre des structures grgce g la m~thode 
s tat is t ique et sans connaitre la formule chimique.  
Nous ne pr6tendons pas pour au tan t  que la m~ithode 
s tat is t ique rende la solution des structures quasi- 
au tomat ique  dans tous les cas. I1 appar t ien t  aux  
cristallographes d 'appl iquer  la m~thode s ta t is t ique g 
leurs probl~mes particuliers afin de d~gager les l imita-  
tions d 'une  mdthode qui peut  devenir  un  outil  de 
t ravai l  important .  

La  liste des facteurs de structure calcul6s et observds 
peut  ~tre demand6e sur microfi lm au Centre de Docu- 
menta t ion  du Centre Nat ional  de la Recherche Scienti- 
fique, 18 Rue  Pierre Curie, Paris  V e, France,  au pr ix  
de 175 fr. 
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